+ Equations et inéquations +

| - Equations

Propriété 1 (Admise)
Lorsque I'on effectue la méme opération aux deux membres d'une égalité, cette égalité
reste vraie.

Exercice 1

1. Le périmetre P d'un rectangle de longueur L et de largeur [ est P = 2(L + [).
Exprimer L en fonction de [ et P.

2. En physique, la loi des gaz parfaits relie la pression P d’un gaz, son volume V/, sa
quantité de matiére n et sa température T' : PV = nRT. R est une constante
appelée constante des gaz parfaits. Exprimer T' en fonction de P, V et n.

3. Le volume V d'un cylindre de hauteur h et de rayon r est donné par V = 7r2h.
Exprimer r en fonction de V' et h.

Solution
P P
LP=2(L+Z):>§:L+Z:>L=§—Z
;PVZnRT:>T=ﬂ
nR

3.V=7rr2h:>r2=vh:>7*=4/vlrZ carr =0
T T

% Equations du premier degré

Exemple
On résout I'équation 22 — 5 = 7Tx + 1.

20 —5=Tr+1e —5r—5 =1
@—5x+=56

o +(=5) _

Ut O

6
L'ensemble des solutions de cette équation est donc S = {—5}.

% Equations produit nul

Propriété 2 (Admise)
Un produit de plusieurs nombres est nul si, et seulement si, au moins |'un des facteurs est
nul.



Exemple
On résout I'équation (3x — 6)(4 — z)(2x + 1) = 0.
Bxr—6)4—2)2x+1)=0<32x—-6=0 ou 4—2=0 ou 2x+1=0
<3226 ou 4%z ou 22 =-1
9 1

=3 =
<s1r=2 ou x=4 ou x=—§

1
L’ensemble des solutions de cette équation est donc § = {—2; 2; 4}.

% Equations quotient nul

Propriété 3
Un quotient est nul, si et seulement si, son numérateur est nul.

Exemple
7 17 . 4‘/'17 + 1 7 2 . 1
On résout I'équation 12 = (. Pour tout nombre réel z, 2+ x> 2> 0, doncil n'y a
x
pas de valeur interdite. dr + 1
—— =0<4x+1=0
2 + x2
o4y = —1
RS T
4
1
L’ensemble des solutions de cette équation est donc S = {—4}.

« Racine carrée

Propriété 4
Soit a un nombre réel. On considére I'équation 2% = a.
1. Si a <0, cette équation n'a pas de solution réelle.
2. Si a = 0, cette équation admet une unique solution, qui est 0.

3. Sia > 0, cette équation admet deux solutions réelles, qui sont y/a et —y/a.

Démonstration
1. Supposons que a < 0. Pour un nombre réel x, si x = 0, alors > = 0, et si x < 0,
alors 22 > 0. Dans les deux cas, il est impossible d'avoir x> = a, donc cette équation
n'admet pas de solution réelle.
2. Poura = 0, I'équation s'écrit x> = 0 : il s'agit alors d'une équation produit nul, dont
la seule solution est x = 0.

3. Supposons que a > 0. On peut alors écrire a = (ﬁ) . En utilisant une identité
remarquable, on a alors pour tout nombre réel x :

2
P=aer’-a=0s2>— (ﬁ) =0« (x—\/a)(x—i-\/&) =0
L’équation x* = a revient donc a une équation produit nul, dont les solutions sont

T =+/a et x = — /a. 7Y



Exemple
On résout I'équation (z — 5)? = 16. Comme 16 > 0 :

(r—-52=16<2—-5=+16 ou z—5=—+16
sxr—5=4 ou r—5=-4

s229 ou zB1
L'ensemble des solutions de cette équation est donc S = {1;9}.

Exercice 2
Résoudre les équations suivantes.

1. 2r—1=5x+4 2. z(2z+1)(z—-3)=0
4x 3— 2z
c = 4, —1)2=-5=2
i2x+5+x—1 0 4. (3z ) 5 0
Solution
1.

2t —1=br+4< -3x—-—1=4
< —3rx =5
5

Sr=—C

3
5
L'ensemble des solutions de cette équation est donc S = {—3}.

2.
z2r+1)(z—-3)=02=0 ou 2xr+1=0 ou z—3=0

<=0 ou 20=-1 ou =3

<=0 ou x=—§ ou =3

L'ensemble des solutions de cette équation est donc S = {—2; 0; 3}.

3. On commence par trouver les valeurs interdites.

2x+5=0@2m=—5@x=—§ et r—1=0<2x=1
Les valeurs interdites sont donc —2 et].

. . . b}
Ensuite, pour tout nombre réel x distinct de —3 etl,ona:

4z N 3—2x _ dr(xr —1) N (3 —2x)(2z + 5)
20+5 x—1 (2e+5)(x—1) (2z+5)(z—1)
B 4a? — dx 6z + 15 — 42? — 10z
2z +5) (v —1) - (22 +5)(z — 1)
—8z + 15

a (2x 4+ 5)(x — 1) =0




Par conséquent,

4x 3—2x —8z + 15
w45 o1 ' @1 "
& —8r+15=0
< —8r =—15
PR 15
5 15 8
Puisque — # 5 et 3 # 1, cette valeur est bien solution de I'équation.
L'ensemble des solutions de cette équation est donc S = {185}

4.
(Br—1)?-5=20= 3z —1)*> =25

<3r—1=5 ou 3z—1=-5

=<3r=6 ou 3z=-4

4
Ssr=2 ou r=——

3
4
L'ensemble des solutions de cette équation est donc S = {—3; 2}.

Il - Inéquations

Propriété 5
Soient a, b, ¢, d quatre nombre réels, avec d non nul.

l.a<beatc<b+c e a<bea—c<b—c

2.Sid>0,alorsa<bead<bd et a<be -<

3.Sid<0,alorsa<bead>bd e a<be —>

Démonstration

1. Ona:
a<besa—-b<0esa—-bt+c—c<0s(a+c)—(b+c)<0<sat+c<b+c
Pour la seconde propriété, il suffit de remarquer que a —c¢ = a + (—c) et b — ¢ =
b+ (—c) : on peut donc appliquer la premiére propriété en remplacant ¢ par —c.

2. Supposons que d > 0. On a :

a<bea-b<0s(a—bd<0
puisque d > 0. Ainsi,
a<be (a—bd<0ead—bd<0<ad<bd

Pour la seconde propriété, on remplace d par 7 qui est strictement positif :
<bse ><1<b><1<:>a<b
a ax — - =< =
d d d d

3. Supposons que d < 0. On a:



a<bea-b<0s(a—bd>0
puisque d < 0. Ainsi,
a<be (a—bd>0<ad—bd>0< ad > bd

1
Pour la seconde propriété, on remplace d par 7 qui est strictement négatif :

<be ><1>b><1<:>a>b
¢ 7 d~d”d
@
Exemple
On cherche un encadrement de A = —5z + 12 pour -3 < = < 2.

3<r<2 515> 50> —10

Eor> 5041252

Par conséquent, pour —3 < x <2,ona2<A<27.

Propriété 6
Soient a, b, ¢, d quatre nombre réels. Sia <betc<d, alorsa+c<b+d.

Démonstration
Commea <betc<d onaa—b<0etc—d<0. Ces deux nombres sont strictement
négatifs, donc leur somme également, d’ou (a — b) + (¢ — d) < 0. Or,

(a—b)+(c—d)=a—b+c—d=(a+c)—(b+d)
donc
(a—=b)+(c—d)<0=(a+c)—(b+d)<0=a+c<b+d @

Exemple
On cherche un encadrement de B = 2x + 6y pour =5 <x < Het 0 <y < 5.

< D'une part, =5 < x < 5, donc —10 < 2z < 10.
« D’autre part, 0 < y < 5, donc 0 < 6y < 30.
En additionnant, on en déduit que :
—10+0<22+6y<10+30< —10 < B <40

+ Inéquations du premier degré

Exemple
On résout l'inéquation 2z + 3 < 4 — 5.

2w +3<4—5r ETr+3<4

$7x<1

: ., . 1
L’ensemble des solutions de cette inéquation est donc S = ]—oo; 7].



+ Inéquations produit

Exemple
On résout l'inéquation (3x —9)(1 — 2x) < 0. On cherche le signe de 3z — 9 et de 1 — 2.

3r—9>20<3r>29<x>3

1—2x>0®1>2x©1’<§
On dresse un tableau de signes :

€T —Q0

N |
w

400

3z — 9 — +

1 — 2z + —

(32 — 9)(1 — 27) - + -

1
L’ensemble des solutions de cette inéquation est donc S = ]—oo; 2] U [3; +o0|.

+ Inéquations quotient

Exemple
-6
On résout I'inéquation :; > 0. On cherche le signe de 2 — 6z et de 3z — 2.
1
2—6x>0®2>6x©x<§
3
3x—2>0®3x>2©x>§
On dresse un tableau de signes :
z —0 % % +o0
2 — 6z + —
3r — 2 — +
2 —6x _ n _
3x — 2
) . o . 13
L’ensemble des solutions de cette inéquation est donc S = g; 2|
Exercice 3
Résoudre les inéquations suivantes.
1-3
1.40 40,352 > 100+ 0,20 2. (=22 +1)Bz—4)>0 3. — 2 <

= 4 -9



Solution

1.
B 40 + 0,35z > 100 + 0,2z < 40 + 0, 152 > 100

< 0,15z > 60
= 400

>
7015

L’ensemble des solutions de cette inéquation est donc S =]400; +oo].

2.

N
\

2r+1>20 2> -1z

3r—4>203r=24desx>

QO W~

1 4
X —o0 5 3 +o0

—2r +1 + —
3[B—4 — +

(—2x 4+ 1)(3z — 4) - + -

1 4
L’ensemble des solutions de cette inéquation est donc S = [2; 3] :

3.
1-3z220<e 3r>2-1<z<

Wl

2

4 —-2r>20e 2r>24dex<

+o0

Wl

T —o0 -2

1 — 3x + —

—4 — 2z + —

1—-3x n _ n
—4 — 2%

1
L’ensemble des solutions de cette inéquation est donc S = ]—2; 3 [
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