% Dérivation <

| - Rappels sur la dérivation

1 - Définitions

Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle I et soit @ € I. On dit que f est dérivable en

fla+h) - f(a)

Dans ce cas, cette limite est appelée nombre dérivé de f en a, et est notée f'(a).

a si le taux de variation admet une limite finie quand A tend vers 0.

Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit que f est dérivable sur I si f est
dérivable en tout point de I. Dans ce cas, la fonction f' définie sur I par f': x — f'(z)
est appelée fonction dérivée de f.

Propriété 1 (Admise)
Toute fonction dérivable sur un intervalle est continue sur cet intervalle.

Remarque
La réciproque est fausse : une fonction continue n’est pas nécessairement dérivable.

2 - Tangente

Propriété 2
Ay y = f(a)(z — a) + f(a)
Soit f une fonction dérivable sur un inter- fa) |------

valle I et soit a € I. La tangente a la courbe
représentative de f au point d’abscisse a a e

pour équation y = f'(a)(z — a) + f(a).
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Démonstration

On écrit y = mx + p I'équation cartésienne de la tangente a la courbe représentative de f
au point d’abscisse a.

Par définition, le nombre dérivé f'(a) est la pente de cette tangente, c'est-a-direm = f'(a).
Ensuite, comme cette droite passe par le point de coordonnées (a; 1! (a)), on doit avoir
f(a) = ma+p. Avecm = f'(a), cela donne :

fla) = f(a)a+p=p= fla) - f(a)a
On en déduit que I'équation réduite de la tangente est

y = f'(a)z + f(a) = f'(a)a

ce qui se réécrit y = f'(a)(x —a) + f(a). &



3 - Variations

Propriété 3 (Admise)

Propriété 4 (Admise)

Remarque

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.
% Si f’ est (strictement) positive sur I, alors f est (strictement) croissante sur I.

% Si f’ est (strictement) négative sur I, alors f est (strictement) décroissante sur I.

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et soit a € I qui n’est pas une borne de I.
Si f admet un extremum en q, alors f’(a) = 0.

La réciproque est fausse : on peut avoir f’(a) = 0 sans que a soit un extremum.

Il - Formules de dérivées

1 - Dérivées simples

Propriété 5 (Admise)

Fonction Dérivée Intervalle
a (constante) 0 R
" (n € N*) nz" ! R

1 . n
= (n e N¥) — | —o0,0[ et |0, +o0]

1
— 0
er er R

2 - Opérations

Propriété 6 (Admise)

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I, et @ un nombre réel

Fonction Dérivée Intervalle

U+ v u + v I
au au' I
uv w'v + uwv' I
1 1 ] ,
- —— I, si v ne s'annule pas
L [ L !
U v — uv ] ,
— I, si v ne s'annule pas
v 22




Exemple
Sr +1

T w243
Pour tout réel z, 222 > 0, donc 22243 > 0. La fonction f est donc bien définie sur R. Elle
est un quotient de deux fonctions dérivables sur R, et dont le dénominateur ne s’annule

On consideére la fonction f définie sur R par f(z)

pas, donc elle est dérivable sur R. Pour tout x € R :

5(2¢° +3) —4x(bx +1) 102> + 15 —202% — 4z —102” — 4z + 15

(222 + 3) (222 + 3)2 (2224 3)2

f'(x) =

3 - Dérivées composées

Propriété 7 (Admise)

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et soient a et b deux réels. On note J
I'ensemble des réels x tels que ax + b e I.

Alors la fonction g définie sur J par g(x) = f(ax + b) est dérivable, et pour tout x € J,

g (z) = af'(ax +b).

Propriété 8 (Admise)
1. Soit uw une fonction dérivable sur un intervalle I. La fonction f définie sur I par
f(z) = u(x)? est dérivable sur I, et pour tout z € I, f'(x) = 2u'(x)u(x).
2. Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I. La fonction f définie sur I par
f(z) = e“® est dérivable sur I, et pour tout x € I, f'(z) = u'(z)e™®),
3. Soit u une fonction dérivable sur un intervalle 1. On suppose que u est strictement

positive. La fonction f définie sur I par f(z) = /u(x) est dérivable sur I, et pour
u'(z)

tout x € I, f'(x) = 5

Exemple

On considere la fonction f définie sur | — 1, 1] par f(z) = v/1 — 22.

On note u(x) = 1 — 2%, de sorte que f(x) = 4/u(x). La fonction u est dérivable et
strictement positive sur | — 1;1[, donc f est dérivable sur | — 1; 1|.

Pour tout z €] — 1;1] :

u'(x) —2r x

flw) = 24/ u(x) - oW1—a2 _7\/1—372

Exercice 1
On considere la fonction f définie sur R par f(z) = (22 4+ 1)e"2 On admet que f est
dérivable sur R.

1. Expliquer pourquoi f est continue sur R.
2. Calculer f'(z) pour tout x € R.



3. Déterminer la limite de f en —oo0.

4. On admet que acl_l)Illoof(l’) = (0. Que peut-on en déduire sur la courbe représentative

de 7

5. Dresser le tableau de variations de f sur R. La fonction f admet-elle un extremum
global 7 Si oui, préciser en quelle valeur il est atteint, et combien il vaut.

6. Déterminer I'équation de la tangente a la courbe représentative de f au point d'abs-
cisse 0.

Solution
1. Comme f est dérivable sur R, elle est nécessairement continue sur R.

2. Pour tout x € R :

3. Ona lim 2z +1=—o0 et lim e 2 = 400, donc hrzloof(x) = —0o0.

Tr—>—00 r—>—00

4. Comme lirp f(z) =0, la droite horizontale d'équation y = 0 est une asymptote a
T—>+0

la courbe représentative de f en +co.

5. Pour tout z e R :

3 o 3 3
fo)z0e|-—z]lez220e-—220cr< =
2 2 2
3
X —® 5 +00
f'(x) + -
de™1
o) | T —
—o0

f (2) = (2 X §+ 1) e 2%% = 4e i

. . 3 . .
f admet donc un maximum global atteint en x = 3 qui vaut 46_%, mais pas de

minimum global.
, 3 . 3 4 3 0 0

6. f(0) = 5—0 ei=gxe zietf(0)=(2><0+1)e 2 =1xe =1,

L'équation de la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse () est

donc :y = f'(0)(z —0) + f(0) = 3z + 1.
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